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&ant donni sur un ensemble fini une partition de type Y, on s’interesse aux 
sous-ensembles sur lesquels cette partition a une trace de ‘type don& Y”. Le 
nombre C$ de ces sous-ensembles possede des proprittes dont plusieurs sont 
des extensions de celles du nombre binomial Cz’. Parallelement on definit des 
nombres Dy, apparent& d’une part aux Cr d’autre part aux nombres de 
Stirling. Le calcul de ces nombres est aise a I’aide de permanents; on donne des 
tables numeriques a titre d’exemple. 
1. INTRODUCTION. “BISTRUCTURES” 
Dans ce qui suit, nous dirons qu’un ensemble fini non-vide E est bi- 
structure’ si l’on se donne un couple (E’, P) form6 d’une partie non-vide E’ 
de E et d’unepartition P de E, couple qui sera appele une bi-structure. Une 
fois definie sur E une bi-structure (E’, P), la partition P a pour trace sur 
E’ une partition de E’ qui sera notee P’: les classes de P’ sont toutes les 
intersections non-vides de E’ avec les classes de P. 
Nous appellerons respectivement m, m’, h, h’ les cardinaux de E et de 
E’ et les nombres de classes (non-vides) de P et P’; on a Cvidemment 
m > h > 1, nz’ > h’ >, 1, m >, nz’ et h > h’. En outre nous appellerons 
Y (resp. Y’) le type de la partition P (resp. P’): Y est un h-partage de 
l’entier m, ou (ce qui revient au m&me) une suite de Young, c’est-a-dire une 
suite non-croissante, en droit illimitee, d’entiers non-negatifs, 
Y = (yIy2 .s.), dont les h premiers, qui ont pour somme m, sont les 
cardinaux des h classes de P et dont tous les suivants sont nuls. Nous 
noterons [m, h] I’ensemble des h-partages de nz, et [m] l’ensemble de tous 
les partages de m sans specification de h. 
Enfin pour une suite de Young don&e quelconque 
Y = (.Y~JG --> E b, hl, 
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Si Sk est le nombre de termes tgaux a k(al), nous noterons 
On sait que l’entier p(Y) est le nombre de partitions d’un ensemble de 
cardinal ITZ en h classes non vides, sachant que la partition doit etre du 
type Y. On a tvidemment 
c p(Y) = Phrn> 
Ys[m,h] 
(1) 
Phm &ant un nombre de Stirling de 2eme espece (nombre total de partitions 
d’un ensemble de cardinal m en h classes non-vides). 
2. LES NOMBRES c;’ ET 0; 
Nous ttudierons particulierement les deux problemes suivants, qui 
nous ameneront a faire correspondre a tout couple de suites de Young 
(Y’, Y) deux entiers Ct;’ et Dy. 
1) Sur un ensemble donnt E, combien y a-t-i1 de bistructures (E’, P) 
pont la partition P soit don&e, de type Y, et dont la partie E’ ait la 
propriete que la trace P’ de P sur E’ soit de type don& Y’? On appelle 
CT Ie nombre cherche. 
2) Sur un ensemble donnee E, combien y a-t-i1 de bistructures (E’, P) 
dont la partie E’ soit donne’e, et dont la partition appartienne a un type 
donne’ Y tout en dtfinissant sur E’ une trace don&e P’, de type Y’? On 
appelle 0%’ le nombre chercht. 
11 est clair que l’un et l’autre nombres CF’ et DF ne peuvent &tre diffe- 
rents de 0 que si Y majore Y’ au sens du treiliis de Young, c’est-a-dire si 
yi >, yi’ pour tout i E (1, 2,...}. Sur les proprietes du treillis de Young 
(cf. [11)- 
I?tablissons d’abord entre les nombres Cy et 07 la relation suivante, 
qui permet aisement de calculer chacun d’eux a partir de l’autre: 
p(Y) C;’ = C;‘p( Y’) D;‘. (2) 
En effet les deux membres de (2) rtsument deux modes de calcul d’un 
m&me nombre, qui n’est autre que le nombre de total bistructures (E’, P) 
construites sur E, telles que la partition P soit de type don& YE [m, h] et 
sa trace sur la partie E’ soit de type donne Y’ E [m’, h’]. Le premier membre 
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s’obtient en cherchant d’abord le nombre de man&es de definir la parti- 
tion P, lequel est p(Y); puis, une fois P choisie, le nombre de man&es de 
definir la partie E’, lequel est precistment CF. Le second membre s’obtient 
en cherchant d’abord le nombre de manibres de definir E’, ce qui donne 
le facteur Cg’, puis la partition P’ sur E’, ce qui multiplie par p(Y); puis 
enfin, une fois E’ et P’ choisis, le nombre de man&es de definir P, lequel 
est precidment I$‘. 
3. PROPRIJ~T~S ADDITIVES 
Quel que soit Y donnt dans [ml, on a la propriett 
Cette propriete resulte immtdiatement de la definition de Cy, qui 
suppose don&e une partition P de E, du type Y. Sommer pour Y’ E [m’] 
revient a completer la bistructure par n’importe quelle partie E’ de 
cardinal m’, ce qui est possible de Cz’ man&es. 
Quel que soit Y’ donne dans [WI’, h’], on a 
1 0,” = P(m - m’, h, h’), (4) 
Yq%hl 
le second membre &ant un nombre qui sera precise plus loin, et qui ne 
depend que du triplet d’entiers (WI - m’, h, h’), saris dependre du choix 
particulier de Y’ dans [m’, h’]. Cette propriete est beaucoup moins imme- 
diate que la preddente, et justifie une etude prealable de la fonction de 
trois arguments entiers P(a, h, i). 
4. PROBL&ME AUXILIAIRE 
Nous rtsoudrons & cet effet le probkme auxiliaire suivant: &ant donnt 
un ensemble Fde cardinal a + i partitionne en deux ensembles complemen- 
taires donnes A et I, de cardinaux respectifs a et i, combien y a-t-i1 de 
partitions de Fen h classes non-vides qui aient pour trace sur I la partition 
discrete de Z (en i classes) ? Nous notons par definition P(a, h, i) la reponse 
a cette question, laquelle ne peut Cvidemment etre non-nulle que si 
i<h<a+i. 
Montrons d’abord l’identite 
P,“P(a, h, 1) + P,“P(a, h, 2) + ... + P,fP(a, h, i) = p;+i. (5) 
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On l’obtient en considerant, parmi les Piti partitions de Fen h classes, i
categories suivant le nombre de classes de leurs traces sur I. Si l’on impose 
a cette trace d’avoir s classes, il y a P,i manieres de la definir sur I. 11 suffit 
ensuite de considerer chacune des s classes comme un objet unique, ce qui 
donne un ensemble S de s objets auquel on fera jouer un role analogue a 
celui de I en se reposant a son propos le probltme auxiliaire; on obtient 
ainsi P(a, h, s) partitions. D’oti finalement, en sommant par rapport aux 
i valeurs possibles de s, 
P;+i = t P,iP(a, h, s), 
.9=1 
ce qui est bien I’identite (5). 
Or il est bien connu que les formules du type (5), dans lesquelles figurent 
en coefficients les nombres de Stirling de 2eme espece Psi, donnent lieu 
par inversion a des formules oti figurent, avec alternance de signe, les 
nombres de Stirling de l&e espece Qi. Plus precistment, si l’on appelle 
Qsi la somme des produits s a s des entiers de I’ensemble (0, 1, 2,..., i - l}, 
on obtient ici par inversion de (5) la formule 
~(a, h, i) = pi+i _ Q:pi+i-l + Q~p~+‘-’ - em* + (-l)i-l Q:-lPi+l. (6) 
11 est maintenant possible d’etablir la formule (4), oti le second membre 
dtsigne precisement la reponse au probleme auxiliaire avec a = m - m’ 
et i = h’. 
En effet DF se definit, on l’a vu, a partir de la donnee dans E d’une 
partie E’, elle-mCme partition&e par P’, de type Y’ E [m’, h’]. La somme 
de tous les D y, pour Y variant dans [m, h], est done le nombre de man&es 
de dtfinir dans E une partition en 11 classes dont h’ englobent respective- 
ment les classes donnees de P’. Or ce probleme est identique au probleme 
auxiliaire que l’on obtient en traitant les h’ classes de P’ comme h’ objets, 
qui, joints aux m - m’ elements de E - E’, formeront l’ensemble F. La 
formule (4) est ainsi Ctablie. 
5. PROPRIETORS DES NOMBRES P(u,h,i) 
Les nombres P(a, h, i), qui generalisent les nombres de Stirling de 
2eme espece puisque P(a, h, 1) = P ztl, possbdent plusieurs proprietes 
interessantes qui peuvent Ctre Ctablies grace a des raisonnements Cnumera- 
tifs et qui facilitent leur calcul de proche en proche. 
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Nous mentionnerons comme a peu pres immtdiates les deux suivantes:’ 
P(a,h,i)= P(a- l,h- l,i)+IzP(a- 1,&i), 
P(u, h, i) = P(a, h - 1, i - 1) + (h - i + 1) P(a, h, i - 1). 
Par contre nous ttablirons la propriete ci-apres, dont la signification 
enumerative est moins Claire: 
zi (-l)h--l P(4 h, i) = 0. (7) 
Dans cette formule il faut entendre (-l)h--l en notation de 
Vandermonde, (-l)h--l = (-l)“-’ (h - l)!. La formule (7) resulte du 
fait que, en vertu de (6) la liste des nombres P(a, h, i), pour a et i don&, 
est une combinaison lintaire a coefficients constants de plusieurs listes de 
nombres de Stirling PhL. Or on a, pour tout k 3 1, 
gYl (-lh-1 Phk = 0; 
cela resulte de I’identite bien connue xk = zzzI Phk(~)h apres division 
par x et remplacement de x par 0. On en tire, par combinaison lineaire, la 
formule (7) avec sommation de h = 1 a + co, oh seuls sont non nuls les 
termes pour lesquels i < h < a + i. 
6. CALCUL AU MOYEN DE PERMANENTS 
I1 reste a calculer les nombres Cg’ et D ‘y’ qui interviennent dans les 
identites (2) (3) et (4); nous calculerons C$‘, d’oti 0’; se deduira ensuite 
grace a (2). 
On suppose donnee sur E la partition P, du type YE [wz, h], et l’on 
appelle EIEz **a Eh les classes de cette partition et ylyz .** yh leurs cardinaux 
respectifs; le numerotage des classes est choisi de man&-e que 
1 La deuxitme de ces propri&Cs permet d’ktablir aiskment le rCsultat suivant, sur 
lequel je remercie le Prof. John Riordan, qui a bien voulu lire mon manuscrit, d’avoir 
attirk mon attention: 
P(a, i + j, i) = -f- AV. 
I! 
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Si l’on veut achever de definir une bistructure (E’, P) par le choix d’une 
partie non-vide E’ de E, et si l’on sptcifie les cardinaux des intersections 
respectives de E’ avec E1E2 ..* Eh , soit par exemple, z, z, .** z, , il est 
clair que le nombre de possibilites pour le choix de E’ est le produit 
Soit alors J = (j,j, ... j,) I’une des h! permutations de (1, 2,..., h). Si 
(vz I.- 23 est une “composition” de I’entier m’, c’est-a-dire une suite 
de h entiers non-negatifs de somme m’, et si cette composition est du type 
impose Y’ E [m’, A’], c’est-a-dire comprend sk’ termes Cgaux a k(k = 1,2,...) 
et par consequent h - h’ termes nuls, alors la composition (zj,zi, ... zjh) 
sera identique a zlzZ *.a zh pour un nombre de permutations J Cgal a 
(h - h’)! s,‘!s,‘! ... . 
Si done on calcule le permanent d’ordre h et d’CICment general (ligne i et 
colonne j) Cz’ , avec 
y= (YlY, -a- u,> et Y’ = (y1’y2’ -.e y;,y;,+, ..- yh’), 
la suite de Young Y’ ttant completee par les h - h’ termes soulignes, qui 
sont tous nuls, on obtient (h - h’) ! x1’s,‘! .+a fois le nombre chercht 
CF ; d’oti enfin 
perh C2’ 
CF = (h - h’)! s,‘! s,‘! ..: (8) 
Sur le calcul des permanents, qui differe de celui des determinants par 
la non-alternance des signes des dtveloppements, cf. [2]. Notons ici que 
le meme resultat C’,’ ne change pas si l’on remplace au numtrateur le 
permanent d’ordre h par un permanent d’ordre IZ > h (ce qui suppose de 
completer aussi bien Y que Y’ par de nouveaux termes nuls), a condition 
de remplacer au dtnominateur le facteur (12 - h’) ! par (n - h’)! Un tel 
permanent est du reste automatiquement nul si Y ne majore pas Y’ : car 
si l’on avait, pour un certain 01, y,’ > y, , l’element diagonal Cz’ du 
permanent serait nul ainsi que tous les CC:’ pour i 2 01 et j < 01, et dans 
chacun des n! produits apparaitrait necessairement au moins un de ces 
facteurs nuls. 
A titre d’exemple, on trouve ainsi tres facilement, pour Y’ = (421) et 
Y = (5532), 
CY’ = 790 Y et 0;’ = 4424 
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7. TABLEAUX NUM~RIQUES 
Les tableaux ci-contre donnent, A titre d’illustration numkrique, d’une 
part tous les nombres Cy et D’, correspondant aux partages Y de l’entier 
6 et aux partages Y’ des entiers 1, 2, 3, 4, 5: d’autre part tous les nombres 
P(a, h, i) pour 0 < a ,< 5, 1 < h < 9 et 1 < i < 4. 
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